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Supplement 1. The Remaining Structure Constants of sp(6)

A basis for the Lie algebra sp(6) is given by 1) and its structure constants are as
follows

[E1, E4] = E4, [E1, E5] = −E5, [E1, E6] = E6, [E1, E7] = −E7

[E1, E10] = E10, [E1, E11] = −E11, [E1, E14] = 2E14, [E1, E15] = −2E15

[E1, E16] = E16, [E1, E17] = −E17, [E2, E4] = −E4, [E2, E5] = E5

[E2, E8] = E8, [E2, E9] = −E9, [E2, E12] = 2E12, [E2, E13] = −2E13

[E2, E16] = E16, [E2, E17] = −E17, [E2, E18] = E18, [E2, E19] = −E19

[E3, E6] = −E6, [E3, E7] = E7, [E3, E8] = −E8, [E3, E9] = E9

[E3, E10] = E10, [E3, E11] = −E11, [E3, E18] = E18, [E3, E19] = −E19

[E3, E20] = 2E20, [E3, E21] = −2E21, [E4, E5] = E1 − E2, [E4, E7] = −E9

[E4, E8] = E6, [E4, E11] = −E19, [E4, E12] = E16, [E4, E15] = −E17

[E4, E16] = 2E14, [E4, E17] = −2E13, [E4, E18] = E10, [E5, E6] = E8

[E5, E9] = −E7, [E5, E10] = E18, [E5, E13] = −E17, [E5, E14] = E16

[E5, E16] = 2E12, [E5, E17] = −2E15, [E5, E19] = −E11

[E6, E7] = E1 − E3, [E6, E9] = E4, [E6, E10] = 2E14, [E6, E11] = −2E21 (S1)

[E6, E15] = −E11, [E6, E17] = −E19, [E6, E18] = E16, [E6, E20] = E10

[E7, E8] = −E5, [E7, E10] = 2E20, [E7, E11] = −2E15, [E7, E14] = E10

[E7, E16] = E18, [E7, E19] = −E17, [E7, E21] = −E11, [E8, E9] = E2 − E3

[E8, E10] = E16, [E8, E13] = −E19, [E8, E17] = −E11, [E8, E18] = 2E12

[E8, E19] = −2E21, [E8, E20] = E18, [E9, E11] = −E17, [E9, E12] = E18

[E9, E16] = E10, [E9, E18] = 2E20, [E9, E19] = −2E13, [E9, E21] = −E19

[E10, E11] = E1 + E3, [E10, E15] = E7, [E10, E17] = E9, [E10, E19] = E4

[E10, E21] = E6, [E11, E14] = −E6, [E11, E16] = −E8, [E11, E18] = −E5

[E11, E20] = −E7, [E12, E13] = E2, [E12, E17] = E5, [E12, E19] = E8

[E13, E16] = −E4, [E13, E18] = −E9, [E14, E15] = E1, [E14, E17] = E4
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[E15, E16] = −E5, [E16, E17] = E1 + E2, [E16, E19] = E6, [E17, E18] = −E7

[E18, E19] = E2 + E3, [E18, E21] = E8, [E19, E20] = −E9, [E20, E21] = E3.

Supplement 2. The Recurrence Relation of V0,x = [U0,V0]

In the isospectral problem studied in Section 2.1, by choosing the spectral matri-
ces (2) and (3), the stationary zero-curvature equation V0,x = [U0,V0] yields the
following recurrence relation

ax = u1l − u2k + u5q − u6 p + u7s − u8r
bx = u3o − u4m + u7s − u8r + u9u − u10t
cx = u1l − u2k + u9u − u10t + u11w − u12v
dx = u1u − u4r + u5s + u7o − u8 p − u10k
ex = −u2t + u3s − u6r + u7q − u8m + u9l
fx = u1w − u2 p + u5l + u7u − u10r − u12k
gx = u1q − u2v − u6k − u8t + u9s + u11l
hx = −u2r + u3u + u7l + u9w − u10m − u12t
jx = u1s − u4t − u8k + u9o − u10v + u11u
kx = 2λk − u1a − u1c − u5g − u7 j − u9d − u11 f
lx = −2λl + u2a + u2c + u6 f + u8h + u10e + u12g
mx = 2λm − 2u3b − 2u7e − 2u9h
ox = −2λo + 2u4b + 2u8d + 2u10 j
px = 2λp − 2u1 f − 2u5a − 2u7d
qx = −2λq + 2u2g + 2u6a + 2u8e
rx = 2λr − u1h − u3d − u5e − u7a − u7b − u9 f
sx = −2λs + u2 j + u4e + u6d + u8a + u8b + u10g
tx = 2λt − u1e − u3 j − u7g − u9b − u9c − u11h
ux = −2λu + u2d + u4h + u8 f + u10b + u10c + u12 j
vx = 2λv − 2u1g − 2u9 j − 2u11c
wx = −2λw + 2u2 f + 2u10h + 2u12c.

(S2)

Supplement 3. The Leading Terms of (S2)

Take the initial values

a0 = α, b0 = β, c0 = γ, d0 = e0 = · · · = v0 = w0 = 0.
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From (S2), the first few sets of a, . . . ,w in Section 2.1 can be computed as follows

a1 = b1 = c1 = 0, d1 =
1
2
∂−1(u1u10 + u4u7 + u5u8)(β − α)

e1 =
1
2
∂−1(u2u9 + u3u8 + u6u7)(α − β)

f1 =
1
2
∂−1(u1u12 + u2u5 + u7u10)(γ − α)

g1 =
1
2
∂−1(u1u6 + u2u11 + u8u9)(α − γ)

h1 =
1
2
∂−1(u2u7 + u3u10 + u9u12)(γ − β)

j1 =
1
2
∂−1(u1u8 + u4u9 + u10u11)(β − γ)

k1 =
1
2

u1(α + γ), l1 =
1
2

u2(α + γ)

m1 = u3β, o1 = u4β, p1 = u5α, q1 = u6α

r1 =
1
2

u7(α + β), s1 =
1
2

u8(α + β)

t1 =
1
2

u9(β + γ), u1 =
1
2

u10(β + γ)

v1 = u11γ, w1 = u12γ

k2 =
1
4

u1x(α + γ) +
1
4

u9∂
−1(u1u10 + u4u7 + u5u8)(β − α)

+
1
4

u11∂
−1(u1u12 + u2u5 + u7u10)(γ − α)

+
1
4

u5∂
−1(u1u6 + u2u11 + u8u9)(α − γ)

+
1
4

u7∂
−1(u1u8 + u4u9 + u10u11)(β − γ)

l2 = −
1
4

u2x(α + γ) +
1
4

u10∂
−1(u2u9 + u3u8 + u6u7)(α − β)

+
1
4

u6∂
−1(u1u12 + u2u5 + u7u10)(γ − α)

+
1
4

u12∂
−1(u1u6 + u2u11 + u8u9)(α − γ)

+
1
4

u8∂
−1(u2u7 + u3u10 + u9u12)(γ − β)

m2 =
1
2

u3xβ +
1
2

u7∂
−1(u2u9 + u3u8 + u6u7)(α − β)

+
1
2

u9∂
−1(u2u7 + u3u10 + u9u12)(γ − β)
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o2 = −
1
2

u4xβ +
1
2

u8∂
−1(u1u10 + u4u7 + u5u8)(β − α)

+
1
2

u10∂
−1(u1u8 + u4u9 + u10u11)(β − γ)

p2 =
1
2

u5xα +
1
2

u7∂
−1(u1u10 + u4u7 + u5u8)(β − α)

+
1
2

u1∂
−1(u1u12 + u2u5 + u7u10)(γ − α)

q2 = −
1
2

u6xα +
1
2

u8∂
−1(u2u9 + u3u8 + u6u7)(α − β)

+
1
2

u2∂
−1(u1u6 + u2u11 + u8u9)(α − γ)

r2 =
1
4

u7x(α + β) +
1
4

u3∂
−1(u1u10 + u4u7 + u5u8)(β − α)

+
1
4

u5∂
−1(u2u9 + u3u8 + u6u7)(α − β)

+
1
4

u9∂
−1(u1u12 + u2u5 + u7u10)(γ − α)

+
1
4

u1∂
−1(u2u7 + u3u10 + u9u12)(γ − β)

s2 = −
1
4

u8x(α + β) +
1
4

u6∂
−1(u1u10 + u4u7 + u5u8)(β − α)

+
1
4

u4∂
−1(u2u9 + u3u8 + u6u7)(α − β)

+
1
4

u10∂
−1(u1u6 + u2u11 + u8u9)(α − γ)

+
1
4

u2∂
−1(u1u8 + u4u9 + u10u11)(β − γ)

t2 =
1
4

u9x(β + γ) +
1
4

u1∂
−1(u2u9 + u3u8 + u6u7)(α − β)

+
1
4

u7∂
−1(u1u6 + u2u11 + u8u9)(α − γ)

+
1
4

u11∂
−1(u2u7 + u3u10 + u9u12)(γ − β)

+
1
4

u3∂
−1(u1u8 + u4u9 + u10u11)(β − γ)

u2 = −
1
4

u10x(β + γ) +
1
4

u2∂
−1(u1u10 + u4u7 + u5u8)(β − α)

+
1
4

u8∂
−1(u1u12 + u2u5 + u7u10)(γ − α)
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+
1
4

u4∂
−1(u2u7 + u3u10 + u9u12)(γ − β)

+
1
4

u12∂
−1(u1u8 + u4u9 + u10u11)(β − γ)

v2 =
1
2

u11xγ +
1
2

u1∂
−1(u1u6 + u2u11 + u8u9)(α − γ)

+
1
2

u9∂
−1(u1u8 + u4u9 + u10u11)(β − γ)

w2 = −
1
2

u12xγ +
1
2

u2∂
−1(u1u12 + u2u5 + u7u10)(γ − α)

+
1
2

u10∂
−1(u2u7 + u3u10 + u9u12)(γ − β)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Supplement 4. The First Integrable System Induced by the Hierarchy (4)

Below is the integrable system induced by the integrable hierarchy (4) for the case
n = 1.

u1t =
1
2

u1x(α + γ) +
1
2

u9∂
−1(u1u10 + u4u7 + u5u8)(β − α)

+
1
2

u11∂
−1(u1u12 + u2u5 + u7u10)(γ − α)

+
1
2

u5∂
−1(u1u6 + u2u11 + u8u9)(α − γ)

+
1
2

u7∂
−1(u1u8 + u4u9 + u10u11)(β − γ)

u2t =
1
2

u2x(α + γ) −
1
2

u10∂
−1(u2u9 + u3u8 + u6u7)(α − β)

−
1
2

u6∂
−1(u1u12 + u2u5 + u7u10)(γ − α)

−
1
2

u12∂
−1(u1u6 + u2u11 + u8u9)(α − γ)

−
1
2

u8∂
−1(u2u7 + u3u10 + u9u12)(γ − β)

u3t = u3xβ + u7∂
−1(u2u9 + u3u8 + u6u7)(α − β)

+ u9∂
−1(u2u7 + u3u10 + u9u12)(γ − β)

u4t = u4xβ − u8∂
−1(u1u10 + u4u7 + u5u8)(β − α)

− u10∂
−1(u1u8 + u4u9 + u10u11)(β − γ)

u5t = u5xα + u7∂
−1(u1u10 + u4u7 + u5u8)(β − α)
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+ u1∂
−1(u1u12 + u2u5 + u7u10)(γ − α)

u6t = u6xα − u8∂
−1(u2u9 + u3u8 + u6u7)(α − β)

− u2∂
−1(u1u6 + u2u11 + u8u9)(α − γ)

u7t =
1
2

u7x(α + β) +
1
2

u3∂
−1(u1u10 + u4u7 + u5u8)(β − α)

+
1
2

u5∂
−1(u2u9 + u3u8 + u6u7)(α − β)

+
1
2

u9∂
−1(u1u12 + u2u5 + u7u10)(γ − α)

+
1
2

u1∂
−1(u2u7 + u3u10 + u9u12)(γ − β)

u8t =
1
2

u8x(α + β) −
1
2

u6∂
−1(u1u10 + u4u7 + u5u8)(β − α)

−
1
2

u4∂
−1(u2u9 + u3u8 + u6u7)(α − β)

−
1
2

u10∂
−1(u1u6 + u2u11 + u8u9)(α − γ)

−
1
2

u2∂
−1(u1u8 + u4u9 + u10u11)(β − γ)

u9t =
1
2

u9x(β + γ) +
1
2

u1∂
−1(u2u9 + u3u8 + u6u7)(α − β) (S3)

+
1
2

u7∂
−1(u1u6 + u2u11 + u8u9)(α − γ)

+
1
2

u11∂
−1(u2u7 + u3u10 + u9u12)(γ − β)

+
1
2

u3∂
−1(u1u8 + u4u9 + u10u11)(β − γ)

u10t =
1
2

u10x(β + γ) −
1
2

u2∂
−1(u1u10 + u4u7 + u5u8)(β − α)

−
1
2

u[8]∂−1(u1u12 + u2u5 + u7u10)(γ − α)

−
1
2

u4∂
−1(u2u7 + u3u10 + u9u12)(γ − β)

−
1
2

u12∂
−1(u1u8 + u4u9 + u10u11)(β − γ)

u11t = u11xγ + u1∂
−1(u1u6 + u2u11 + u8u9)(α − γ)

+ u9∂
−1(u1u8 + u4u9 + u10u11)(β − γ)

u12t = u12xγ − u2∂
−1(u1u12 + u2u5 + u7u10)(γ − α)

− u10∂
−1(u2u7 + u3u10 + u9u12)(γ − β).
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Supplement 5. The Recurrence Relation of V0,x = [U1,V0]

In the isospectral problem studied in Section 2.2, by choosing the spectral matri-
ces (5) and (3), the stationary zero-curvature equation V0,x = [U1,V0] yields the
following recurrence relation

ax = u′1g − u′2 f + u′5q − u′6 p + u′7e − u′8d
bx = u′3o − u′4m − u′7e + u′8d + u′9u − u′10t
cx = −u′1g + u′2 f + u′9u − u′10t + u′11w − u′12v
dx = 2λd + u′1 j − u′4r + u′5s − u′7a + u′7b − u′10k
ex = −2λe − u′2h + u′3s − u′6r + u′8a − u′8b + u′9l
fx = 2λ f − u′1a + u′1c + u′5l + u′7h − u′10r − u′12k
gx = −2λg + u′2a − u′2c − u′6k − u′8 j + u′9s + u′11l
hx = −u′1e + u′3u + u′8 f + u′9w − u′10m − u′12t
jx = u′2d − u′4t − u′7g + u′9o − u′10v + u′11u
kx = u′1v + u′2 p − u′5g + u′7t − u′9d − u′11 f
lx = −u′1q − u′2w + u′6 f − u′8u + u′10e + u′12g
mx = −2λm − 2u′3b + 2u′8r − 2u′9h
ox = 2λo + 2u′4b − 2u′7s + 2u′10 j
px = 2λp + 2u′1k − 2u′5a + 2u′7r
qx = −2λq − 2u′2l + 2u′6a − 2u′8s
rx = u′1t − u′3d − u′5e + u′7m + u′8 p − u′9 f
sx = −u′2u + u′4e + u′6d − u′7q − u′8o + u′10g
tx = −2λt + u′2r − u′3 j + u′8k − u′9b − u′9c − u′11h
ux = 2λu − u′1s + u′4h − u′7l + u′10b + u′10c + u′12 j
vx = −2λv + 2u′2k − 2u′9 j − 2u′11c
wx = 2λw − 2u′1l + 2u′10h + 2u′12c.

(S4)

Supplement 6. The Leading Terms of (S4)

Take the initial values

a0 = α, b0 = β, c0 = γ, d0 = e0 = · · · = v0 = w0 = 0.

From (S4), the first few sets of a, . . . ,w in Section 2.2 can be computed as follows

a1 = b1 = c1 = 0, d1 =
1
2

u′7(α − β), e1 =
1
2

u′8(α − β), f1 =
1
2

u′1(α − γ)
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g1 =
1
2

u′2(α − γ), h1 =
1
2
∂−1(u′1u′8 + u′3u′10 + u′9u′12)(β − γ)

j1 = −
1
2
∂−1(u′2u′7 + u′4u′9 + u′10u′11)(β − γ)

k1 =
1
2
∂−1(−u′1u′11 + u′2u′5 − u′7u′9)(α + γ)

l1 =
1
2
∂−1(−u′1u′6 + u′2u′12 + u′8u′10)(α + γ), m1 = −u′3β

o1 = − u′4β, p1 = u′5α, q1 = u′6α

r1 =
1
2
∂−1(−u′1u′9 − u′3u′7 + u′5u′8)(α + β)

s1 =
1
2
∂−1(u′2u′10 + u′4u′8 − u′6u′7)(α + β), t1 = −

1
2

u′9(β + γ)

u1 = −
1
2

u′10(β + γ), v1 = −u′11γ, w1 = −u′12γ

d2 =
1
4

u′7x(α − β) +
1
4

u′1∂
−1(u′2u′7 + u′4u′9 + u′10u′11)(β − γ)

+
1
4

u′10∂
−1(−u′1u′11 + u′2u′5 − u′7u′9)(α + γ)

+
1
4

u′4∂
−1(−u′1u′9 − u′3u′7 + u′5u′8)(α + β)

−
1
4

u′5∂
−1(u′2u′10 + u′4u′8 − u′6u′7)(α + β)

e2 = −
1
4

u′8x(α − β) −
1
4

u′2∂
−1(u′1u′8 + u′3u′10 + u′9u′12)(β − γ)

+
1
4

u′9∂
−1(−u′1u′6 + u′2u′12 + u′8u′10)(α + γ)

−
1
6

u′4∂
−1(−u′1u′9 − u′3u′7 + u′5u′8)(α + β)

+
1
4

u′3∂
−1(u′2u′10 + u′4u′8 − u′6u′7)(α + β)

f2 =
1
4

u′1x(α − γ) −
1
4

u′7∂
−1(u′1u′8 + u′3u′10 + u′9u′12)(β − γ)

+
1
4

u′12∂
−1(−u′1u′11 + u′2u′5 − u′7u′9)(α + γ)

−
1
4

u′5∂
−1(−u′1u′6 + u′2u′12 + u′8u′10)(α + γ)

+
1
4

u′10∂
−1(−u′1u′9 − u′3u′7 + u′5u′8)(α + β)

g2 = −
1
4

u′2x(α − γ) +
1
4

u′8∂
−1(u′2u′7 + u′4u′9 + u′10u′11)(β − γ)
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−
1
4

u′6∂
−1(−u′1u′11 + u′2u′5 − u′7u′9)(α + γ)

+
1
4

u′11∂
−1(−u′1u′6 + u′2u′12 + u′8u′10)(α + γ)

+
1
4

u′9∂
−1(u′2u′10 + u′4u′8 − u′6u′7)(α + β)

m2 =
1
2

u′3xβ +
1
2

u′8∂
−1(−u′1u′9 − u′3u′7 + u′5u′8)(α + β)

−
1
2

u′9∂
−1(u′1u′8 + u′3u′10 + u′9u′12)(β − γ)

o2 = −
1
2

u′4xβ +
1
2

u′10∂
−1(u′2u′7 + u′4u′9 + u′10u′11)(β − γ)

+
1
2

u′7∂
−1(u′2u′10 + u′4u′8 − u′6u′7)(α + β)

p2 =
1
2

u′5xα −
1
2

u′1∂
−1(−u′1u′11 + u′2u′5 − u′7u′9)(α + γ)

−
1
2

u′7∂
−1(−u′1u′9 − u′3u′7 + u′5u′8)(α + β)

q2 = −
1
2

u′6xα −
1
2

u′2∂
−1(−u′1u′6 + u′2u′12 + u′8u′10)(α + γ)

−
1
2

u′8∂
−1(u′2u′10 + u′4u′8 − u′6u′7)(α + β)

t2 =
1
4

u′9x(β + γ) +
1
4

u′8∂
−1(−u′1u′11 + u′2u′5 − u′7u′9)(α + γ)

−
1
4

u′11∂
−1(u′1u′8 + u′3u′10 + u′9u′12)(β − γ)

+
1
4

u′3∂
−1(u′2u′7 + u′4u′9 + u′10u′11)(β − γ)

+
1
4

u′2∂
−1(−u′1u′9 − u′3u′7 + u′5u′8)(α + β)

u2 = −
1
4

u′10x(β + γ) −
1
4

u′4∂
−1(u′1u′8 + u′3u′10 + u′9u′12)(β − γ)

+
1
4

u′12∂
−1(u′2u′7 + u′4u′9 + u′10u′11)(β − γ)

+
1
4

u′7∂
−1(−u′1u′6 + u′2u′12 + u′8u′10)(α + γ)

+
1
4

u′1∂
−1(u′2u′10 + u′4u′8 − u′6u′7)(α + β)

v2 =
1
2

u′11xγ +
1
2

u′2∂
−1(−u′1u′11 + u′2u′5 − u′7u′9)(α + γ)
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+
1
2

u′9∂
−1(u′2u′7 + u′4u′9 + u′10u′11)(β − γ)

w2 = −
1
2

u′12xγ −
1
2

u′10∂
−1(u′1u′8 + u′3u′10 + u′9u′12)(β − γ)

+
1
2

u′1∂
−1(−u′1u′6 + u′2u′12 + u′8u′10)(α + γ)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Supplement 7. The Integrable System Induced by the Hierarchy (6)

Below is the integrable system induced by the integrable hierarchy (6) for the case
n = 1

u′1t =
1
2

u′1x(α − γ) −
1
2

u′7∂
−1(u′1u′8 + u′3u′10 + u′9u′12)(β − γ)

+
1
2

u′12∂
−1(−u′1u′11 + u′2u′5 − u′7u′9)(α + γ)

−
1
2

u′5∂
−1(−u′1u′6 + u′2u′12 + u′8u′10)(α + γ)

+
1
2

u′10∂
−1(−u′1u′9 − u′3u′7 + u′5u′8)(α + β)

u′2t =
1
2

u′2x(α − γ) −
1
2

u′8∂
−1(u′2u′7 + u′4u′9 + u′10u′11)(β − γ)

+
1
2

u′6∂
−1(−u′1u′11 + u′2u′5 − u′7u′9)(α + γ)

−
1
2

u′11∂
−1(−u′1u′6 + u′2u′12 + u′8u′10)(α + γ)

−
1
2

u′9∂
−1(u′2u′10 + u′4u′8 − u′6u′7)(α + β)

u′3t = − u′3xβ +
1
2

u′8∂
−1(−u′1u′9 − u′3u′7 + u′5u′8)(α + β)

+ u′9∂
−1(u′1u′8 + u′3u′10 + u′9u′12)(β − γ)

u′4t = − u′4xβ +
1
2

u′10∂
−1(u′2u′7 + u′4u′9 + u′10u′11)(β − γ)

+ u′7∂
−1(u′2u′10 + u′4u′8 − u′6u′7)(α + β)

u′5t = u′5xα − u′1∂
−1(−u′1u′11 + u′2u′5 − u′7u′9)(α + γ)

− u′7∂
−1(−u′1u′9 − u′3u′7 + u′5u′8)(α + β)

u′6t = u′6xα −
1
2

u′2∂
−1(−u′1u′6 + u′2u′12 + u′8u′10)(α + γ)

+ u′8∂
−1(u′2u′10 + u′4u′8 − u′6u′7)(α + β)
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u′7t =
1
2

u′7x(α − β) +
1
2

u′1∂
−1(u′2u′7 + u′4u′9 + u′10u′11)(β − γ)

+
1
2

u′10∂
−1(−u′1u′11 + u′2u′5 − u′7u′9)(α + γ)

+
1
2

u′4∂
−1(−u′1u′9 − u′3u′7 + u′5u′8)(α + β)

−
1
2

u′5∂
−1(u′2u′10 + u′4u′8 − u′6u′7)(α + β)

u′8t =
1
2

u′8x(α − β) +
1
2

u′2∂
−1(u′1u′8 + u′3u′10 + u′9u′12)(β − γ)

−
1
2

u′9∂
−1(−u′1u′6 + u′2u′12 + u′8u′10)(α + γ)

+
1
2

u′4∂
−1(−u′1u′9 − u′3u′7 + u′5u′8)(α + β)

−
1
2

u′3∂
−1(u′2u′10 + u′4u′8 − u′6u′7)(α + β)

u′9t = −
1
2

u′9x(β + γ) −
1
2

u′8∂
−1(−u′1u′11 + u′2u′5 − u′7u′9)(α + γ)

+
1
2

u′11∂
−1(u′1u′8 + u′3u′10 + u′9u′12)(β − γ)

−
1
2

u′3∂
−1(u′2u′7 + u′4u′9 + u′10u′11)(β − γ)

−
1
2

u′2∂
−1(−u′1u′9 − u′3u′7 + u′5u′8)(α + β)

u′10t = −
1
2

u′10x(β + γ) −
1
2

u′4∂
−1(u′1u′8 + u′3u′10 + u′9u′12)(β − γ)

+
1
2

u′12∂
−1(u′2u′7 + u′4u′9 + u′10u′11)(β − γ)

+
1
2

u′7∂
−1(−u′1u′6 + u′2u′12 + u′8u′10)(α + γ)

+
1
2

u′1∂
−1(u′2u′10 + u′4u′8 − u′6u′7)(α + β)

u′11t = − u′11xγ − u′2∂
−1(−u′1u′11 + u′2u′5 − u′7u′9)(α + γ)

− u′9∂
−1(u′2u′7 + u′4u′9 + u′10u′11)(β − γ)

u′12t = − u′12xγ − u′10∂
−1(u′1u′8 + u′3u′10 + u′9u′12)(β − γ)

+ u′1∂
−1(−u′1u′6 + u′2u′12 + u′8u′10)(α + γ).
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Supplement 8. The recurrence relation of V3,x = [U3,V3]

In the isospectral problem studied in Section 3, after constructing the spectral ma-
trices U3, V3 via the Kronecker product, the stationary zero-curvature equation
V3,x = [U3,V3] yields equation (S2) and the following recurrence relation



a∗x = u1l∗ − u2k∗ + u5q∗ − u6 p∗ + u7s∗ − u8r∗ + u∗1l − u∗2k
+u∗5q − u∗6 p + u∗7s − u∗8r

b∗x = u3o∗ − u4m∗ + u7s∗ − u8r∗ + u9u∗ − u10t∗ + u∗3o − u∗4m
+u∗7s − u∗8r + u∗9u − u∗10t

c∗x = u1l∗ − u2k∗ + u9u∗ − u10t∗ + u11w∗ − u12v∗ + u∗1l − u∗2k
+u∗9u − u∗10t + u∗11w − u∗12v

d∗x = u1u∗ − u4r∗ + u5s∗ + u7o∗ − u8 p∗ − u10k∗ + u∗1u − u∗4r
+u∗5s + u∗7o − u∗8 p − u∗10k

e∗x = −u2t∗ + u3s∗ − u6r∗ + u7q∗ − u8m∗ + u9l∗ − u∗2t + u∗3s
−u∗6r + u∗7q − u∗8m + u∗9l

f ∗x = u1w∗ − u2 p∗ + u5l∗ + u7u∗ − u10r∗ − u12k∗ + u∗1w − u∗2 p
+u∗5l + u∗7u − u∗10r − u∗12k

g∗x = u1q∗ − u2v∗ − u6k∗ − u8t∗ + u9s∗ + u11l∗ + u∗1q − u∗2v
−u∗6k − u∗8t + u∗9s + u∗11l

h∗x = −u2r∗ + u3u∗ + u7l∗ + u9w∗ − u10m∗ − u12t∗ − u∗2r + u∗3u
+u∗7l + u∗9w − u∗10m − u∗12t

j∗x = u1s∗ − u4t∗ − u8k∗ + u9o∗ − u10v∗ + u11u∗ + u∗1s − u∗4t
−u∗8k + u∗9o − u∗10v + u∗11u

k∗x = 2λk∗ − u1a∗ − u1c∗ − u5g∗ − u7 j∗ − u9d∗ − u11 f ∗ − u∗1a
−u∗1c − u∗5g − u∗7 j − u∗9d − u∗11 f

l∗x = −2λl∗ + u2a∗ + u2c∗ + u6 f ∗ + u8h∗ + u10e∗ + u12g∗ + u∗2a
+u∗2c + u∗6 f + u∗8h + u∗10e + u∗12g

m∗x = 2λm∗ − 2u3b∗ − 2u7e∗ − 2u9h∗ − 2u∗3b − 2u∗7e − 2u∗9h
o∗x = −2λo∗ + 2u4b∗ + 2u8d∗ + 2u10 j∗ + 2u∗4b + 2u∗8d + 2u∗10 j
p∗x = 2λp∗ − 2u1 f ∗ − 2u5a∗ − 2u7d∗ − 2u∗1 f − 2u∗5a − 2u∗7d
q∗x = −2λq∗ + 2u2g∗ + 2u6a∗ + 2u8e∗ + 2u∗2g + 2u∗6a + 2u∗8e
r∗x = 2λr∗ − u1h∗ − u3d∗ − u5e∗ − u7a∗ − u7b∗ − u9 f ∗ − u∗1h
−u∗3d − u∗5e − u∗7a − u∗7b − u∗9 f

(S5)
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

s∗x = −2λs∗ + u2 j∗ + u4e∗ + u6d∗ + u8a∗ + u8b∗ + u10g∗ + u∗2 j
+u∗4e + u∗6d + u∗8a + u∗8b + u∗10g

t∗x = 2λt∗ − u1e∗ − u3 j∗ − u7g∗ − u9b∗ − u9c∗ − u11h∗

−u∗1e − u∗3 j + u∗4h − u∗7g − u∗9b − u∗9c − u∗11h
u∗x = −2λu∗ + u2d∗ + u4h∗ + u8 f ∗ + u10b∗ + u10c∗ + u12 j∗

+u∗2d + u∗8 f + u∗10b + u∗10c + u∗12 j
v∗x = 2λv∗ − 2u1g∗ − 2u9 j∗ − 2u11c∗ − 2u∗1g − 2u∗9 j − 2u∗11c
w∗x = −2λw∗ + 2u2 f ∗ + 2u10h∗ + 2u12c∗ + 2u∗2 f + 2u∗10h + 2u∗12c.
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